Matematikai alapok és modulaciok

D
HASKFU

radiéamatér klub

El6ad6: Balazs LaszIlo
laszlourasag@gmail.com



e Matek
O dBskala
O Komplex szamok
O Fazorok
O Fourier-transzforméacié

e Moduldciok
Modulaciés tétel

Fonia: AM, FM

Digitalis: FSK, PSK, QAM
Analdg képatvitel: SSTV
1Q (de)modulacio

O00000




Logaritmikus (decibel) skala

Teljesitmény arényok kifejezésére: agp= 10<Ig(Pi)pl.: A= 10<1g(%)~3d3
ref

Nagy er8sités emberi léptékben pl.: 10-1g(10000)=40dB

A logaritmus miivelete szorzast 6sszeadassd alakit: Ig(a-b)=Ig(a)+Ig(b)

pl. 10 dB erdsités kétszerese 13dB, szdzszorosa 30 dB

dBm skdla: Mindig TmW-hoz viszonyitunk (Iétezik még dBW, dBuV,stb.)
pl. 4mW=~6dBm 100mW =20dBm

A logaritmikus skaldknadl a logaritmus azon
tulajdonsagat hasznaljuk ki, amivel egy szorzatot
Osszeadassa tud alakitani. igy nagy szamok (pl.
erfsités  vagy  szakaszcsillapitdss)  emberibb
|éptékben targyalhatdak.

(Richter-skala — foldrengésekre — is logaritmikus)

A decibel skélan mindig valamilyen
teljesitményaranyt jelenitiink meg, (pl. a teljesitmény
az addantennanal a vevfantenndhoz képest,
megadja nekink a szakaszcsillapitast).

Van amikor a viszonyitasunk egy fix érték, pl. a dBm
(decibel milliwatt) skaldn mindig 1 mW a
referenciaérték.




Komplex szamok

C = {a+bjla,b e R}
j=0+41-j=+—1

Ez igaz, de kozelitsiik meg mas iranybal!

Kozépiskoldban talan elhangozhatott a masodfoku
egyenlet targyalasakor, hogy a komplex szamokat
azért vezették be, hogy meg lehessen oldani akkor is
az egyenletet, ha a diszkriminans negativ.

Ebben ugyan van igazsdg, a mérnoki gyakorlatban
viszont ebbdl kifoly6lag vannak méas elényds
tulajdonségai is, amik nem kothetdk ilyen kdzvetlendl
a méasodfoku egyenletekhez.



Im-Re sik <-> x-y sik

(2,3)

3+4j 2x+3y

(-15,-2.5) 1

Ortogonalis
béazisvektorok: (1;§) (x;y)

A komplex szamok kiterjesztik az eddig ismert
szamegyenesiinket egy szamsikka, ahol a vizszintes
tengelyen a mar eddig is ismert valés szamok
talalhatok, a fligg6leges tengely mentén pedig a
képzetes szamok. igy a sik minden pontja egy
komplex szadm, mely all valamekkora valos és
valamekkora képzetes részbdl.

Ez teliesen olyan, mint egy ,k6zbnséges”
derékszogli koordinata rendszer, csak itt most az x
és y tengelyek helyett valés (Re) és képzetes (Im)
tengelyeket hasznalunk.

Megjegyzés: Az, hogy a bazisvektorok ortogonalisak,
azt jelenti, hogy az egyikkel nem lehet kifejezni a
masikat, vagyis az egyik nem tartalmazza a masikat,
vagyis teljesen fliggetlenek. Ez a megallapitas a
késb6bbiekben fontos lesz!



Euler-formula

z=a+jb={z-(cos(¢,)+jsin(g,))=z-¢'"

Descartes Polar

|Z|: 702+b2

@,=atan2(b,a)~arctan (g)

A komplex szamok &brazolasara két médszer van:
descartes vagy polar koordinaték.

El8bbi mar ismert, hiszen itt csak azt mondjuk meg,
hogy egy adott pontba vald eljutdshoz mennyit kell
vizszintesen, illetve fliggdlegesen haladnunk.

Polar koordinatak esetében azt adjuk meg, hogy
mennyit és milyen szégben (a vizszintes tengelyhez
képest) kell elére haladnunk, hogy egy adott pontba
eljussunk.

Belathatd, hogy mindkét médszerrel el lehet jutni a
szamsik barmelyik pontjaba, és minden pontjaba
csak egyféleképpen, igy a két leirds egyértelmdlen
egymasba alakithat6. Ennek az atalakitdsnak a
mikéntjét az Euler-formula irja le.



Mdveletek komplex szamokkal

Osszeadas Szorzas

b 0 12 3 4 5 6

(a,+ jay)+(by+ jby)=(a,+b; )+ j(a,+b,) Ae'“Be’’= ABe’ "

A koordinata rendszer analdgia alapjan adodik, hogy
a komplex szdmokat vektorokként kezeljuk, és igy is
kell rajtuk mlveleteket végezni.

A két leirasi alak (descatres és polar) azért j6, mert
el6bbiben az Osszeadast, utébbiban a szorzéast
kénnyebb elvégezni. igy altalaban az elvégzend6
miveletnek megfelel6en alakituk a komplex
értékeket egyik vagy masik alakjukra.



Komplex forgévektor

e'”'=cos(wt )+ jsin(wt) <
Im{e’”}=sin(wt) ™

Refe’“}=cos( wt) ‘

Az Euler-formulab6l méas hasznos dolog is
kiszedhet6. Ha a polar alakban felirt vektorunk
szogét novelni kezdjuk (pl. valamilyen id&fligg6
taggal), akkor az a vektor forgdmozgast fog végezni
az origo6 kordl.

Az Euler-formula alapjan belathato, hogy ilyenkor a
vektor valos tengelyre vett vetilete egy koszinusz
figgvény szerint valtozik (a dian kékkel jelélve), a
képzetes tengelyre vett vetllete pedig szinusz
fliggvény szerint.

Megjegyzés: A szinusz és koszinusz fiiggvény a két
tengelyre képz6dik le, melyekrdl azt mondtuk, hogy
ortogonalisak, vagyis egymastol fuggetlenek (lasd: 5.
dia). Ez alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy a
szinusz és koszinusz fliggvények is valamilyen
maédon fuiggetlenek egymastdl, vagyis az egyik nem
tartalmazza a masikat. Emlékezziink erre!




Komplex forgovektor - visszafelé

Az euler-formula éatrendezésével a koszinusz és
szinusz flggvényeket is felirhatjuk a komplex
forgévektorokbal.

Ezzel a modszerrel néha kénnyebb szamolni (pl. sok
trig azonosséag sokkal kénnyebben levezethetd, mint
haromszogekkel), de méas elényei is vannak.
Lathaté,hogy mind a szinusz, mind a koszinuszban
pozitiv és negativ forgévektorokat talalunk, amelyek
pontosan ugyan akkorak, csak ellentétes irdnyban
forognak, ,egymas tukorképei”.



Fazorok (komplex cstcsérték)

Pnase shit

"—"‘ v acos(bx+ c) y acos(t)
u(t)=U-cos(wt+p)eU=U-e¥
w(tJ=un ()= T =T+ T; %
U /l \\

=joU [

. . , acos(bx)=ae’’=a
Csak szinuszos jeleknél! (bx) .
acos(bx+c)e=ae’

s

Az el6z6 dian kapcsolatot teremtettiink a koszinusz
fuggvény, és a komplex forgovektor kozott. A
gyakorlatban ennek segitségével bevezethet6k a
fazorok. A fazor megmutatja, hogy egy koszinusz
fuggvénynek mekkora az amplitiddja, és milyen
fazisban (milyen tavol a viszonyitasi ponttol) veszi fel
a maximumat. A fuggvényt éatirva ilyen alakra, az
id6fuggd tagok elhagyhatdk, és egyszerlbb
miveleteket végezni a fliggvényeken.

Fontos megjegyezni, hogy ez az atalakitds csak
szinuszos (koszinuszos) jelekre igaz, és csak akkor
oOsszegezhetdk, ha mindegyikik eredetileg azonos
frekvenciaju volt.




Példa fazormduveletre

2cos(wt)+cos( wt+60°)=2+1e ~
2+0,5+j§=2,5+]‘? -

2,64 e/"°=2 64 cos(wt+19,1°)

Mi van, ha a jeliink nem szinuszos?

Ez a dia példa a fazorok haszndlatara, és a
descartes/polar alakok kozotti atalakitasra.

Kezdetnek  van két azonos  frekvenciaji
id6figgvénylnk kilénbdzd amplitiddval és fazissal.
Ezeket fazorokkd alakitjuk, hogy ne kellien a
szogfuggvényekkel veszédni. Viszont a fazorok polar
alakuak, igy az 6sszeadashoz atirjuk 6ket descartes
alakba az Euler-formula segitségével. Igy az
osszeadas konnyen elvégezhetd. A kapott descartes
alakl O6sszeget visszairjuk polar alakba, és ebbdl a
két jel 6sszegének id6fliggvényét.

Ez els6re kerll6atnak tlinhet, de végeredményben
egyszer(ibb, mintha nekidllnank a jeleket
szogfliggvényes alakjukban dsszeadni.

Joggal merul fel a kérdés: Mit kezdiink azokkal a
jelekkel, amik nem szinuszosak?




Frekvenciatartomany

Minden jel felbonthato
szinuszos jelek 6sszegére

Periodikus jel — Diszkrét frekvencidk

o0 0 iy
frequency (Hz)

Aperiodikus jel — Folytonos spektrum

Fontos megallapitas jelfeldolgozasban, hogy minden
jel felbonthatd szinuszos jelek Osszegére. igy
barmilyen fura jellel taldlkozunk is, valamilyen médon
(Fourier sorfejtés/transzformacid) visszavezethetjik
szinuszos jelekre.

Fontos megjegyezni, hogy kilénbség van periodikus
(id6ben ismétl6dd) és aperiodikus (id6ben nem
ismétlédo) jelek felbontasaban:

Periodikus jeleknél diszkrét frekvenciaju
osszetevbkre bontjuk a jelet, igy az alapharmonikus
(eredeti jel frekvencidja) és ezen frekvencia egész
szamu tébbszorosein rezg6 komponenseket kell
dsszegezniink. igy elméletileg megszamlalhatéan
végtelen komponensink van.

Aperiodikus jeleknél a felbontas folytonos, vagyis
megszamlalhatatlanul végtelen frekvenciat kell
vizsgalnunk. Szerencsére ilyen jelekkel &ltaldban
nem kell foglalkoznunk.



Fourier sor/transzformacio

Frekvenciatartomanyba Id6étartomanyba
17 4 & '
Gi=g gl et glt)=3 Giel”
0 -® k=0;1;2;...;
Gljo)=J glt)e " dr 9(0)=5= [ Gljw)e"dw

Lo 27
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A dian a Fourier-sor illetve transzformécio
Osszefliggései lathatoak, illetve, hogy ezekbdl
hogyan éllithatbak vissza az id6tartomanybeli
jelek.

Kériink mindenkit, hogy ne kezdje el ezeket
bemagolni! A lényeg, hogy lassuk, mindenféle
jel vizsgalatat vissza tudjuk vezetni szinuszos
jelek vizsgalatara.




Miért is j6 nekiink a frekvenciatartomany, miért nem
maradtunk idétartomanyban?

A fenti &bra valamilyen rendszert (mondjuk aramkort,
pl. er@sit6) &brdzol. Ennek van valamilyen
karakterisztikaja  (viselkedése) amit a  h(t)
idéfiggvény ir le. Amennyiben a valaszt (kimené jel
egy adott bemené jelre, itt y(t)) idétartomanyban
szeretnénk meghatarozni, Ugy az Ugynevezett
konvolucié mdveletét kell végrehajtanunk, ami nem
egy mokas feladat.

Ha viszont a bemend jelet és a rendszer
karakterisztikat is frekvenciatartomanyban adjuk
meg, akkor a frekvenciatartomanybeli vélasz
egyszer(i szorzassal megkaphatd, és szilkség
esetén visszairhat6 id6tartoméanyba.

Akéarcsak a fazorokkal, itt is jelent6s szamolgatast
sporolhatunk, annak ellenére, hogy latszolag
kerdléuton jarunk.



Rendszervalasz példa

Py

Ezen a dian az el6z6 rendszervalasz szamitasra
lathatunk példat.

Itt mindegyik jel frekvenciatartomanyban van felirva,
igy a valaszunk (z6ld) a bejovd jel (piros) és a
rendszeriink karakterisztikaja (kék) szorzatakent all
eld.

Ez esetben a rendszeriink savatereszt6 jellegd,
vagyis két hatarfrekvencia kozott dtengedi a bejovd
jelet, viszont ezen hatarok felett és alatt elnyomja
azt.
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